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W ponizszym opracowaniu przedstawiono wyprowadzenie wzoru na czas zderzenia
dwoch metalowych kul. Wzor ten — noszacy nazwe wzoru Hertza — otrzymano dwoma
sposobami. Sposdb pierwszy polega na analitycznym rozpatrzeniu proceséOw fizycznych
zachodzacych podczas zderzenia. Nie jest to metoda prosta, dlatego podano jedynie
schemat wyprowadzenia, bez szczegélowych rachunkéw. W metodzie drugiej, opartej na
analizie wymiarowej, nie otrzymuje si¢ kompletnego wzoru Hertza, ale sama metoda jest
bardzo prosta 1 otrzymany rezultat jest wystarczajacy do potrzeb ¢wiczenia laboratoryjne-
go. W koncowej czgsci opracowania podano prowadzenie wzoru pozwalajacego obliczy¢
predkos¢ kuli przed zderzeniem.

I. Wzér Hertza - zarys metody wyprowadzenia wzoru
Rozpatrzmy zderzenie dwdch jednakowych, metalowych kul. Wypiszmy najpierw
wielkos$ci charakteryzujace kazda z kul, ktore beda istotne w procesie zderzenia. Rozmiary
geometryczne kuli opisuje jej promien R, za$ jej bezwladno$¢ — masa M. Wlasnosci
sprezyste materiatu, z ktorego kule sa zrobione okreslaja dwa parametry: modut Younga E
1 wspolczynnik Poissona 0. Przypomnijmy, ze modul Younga zdefiniowany jest poprzez
prawo Hooka, ktore stwierdza proporcjonalno$¢ wzglednego wydtuzenia (skrocenia) (Al/l)
do przylozonego cis$nienia p, wywolujacego to wydtuzenie (skrocenie):
CL )
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Wspotczynnik Poissona 0, jest zdefiniowany jako stosunek wzglednego
poprzecznego skrocenia do wzglednego podtuznego wydtuzenia. Jest to zatem wielkos$¢
bezwymiarowa.
Zatozmy, ze jedna z dwoch takich samych kul — kazda o masie M — spoczywa,
a druga zbliza si¢ do niej z pewna stalaq predkoscia. Najwygodniejszym do opisu uktadem
odniesienia bgdzie uktad srodka masy tych kul. W tym ukladzie obie kule zblizaja si¢ do

siebie z taka sama predkoscia v’.
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Rys. 1. Dwie kule przed zderzeniem
w ukladzie srodka masy

Energia kinetyczna tych kul w uktadzie srodka masy wynosi:

E, = 2%DMD(V')2 = %[p ov?,

gdzie )l = (m Um,)/(m, + m,) jest masa zredukowana rowna w naszym przypadku (M/2),
za$ jest v= 2Iv' predkoscia wzgledna kul.

W czasie zderzenia obie kule deformuja si¢ (Rys. 2).
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T Rys. 2. Dwie kule w trakcie zderzenia deformuja sie
i sprezyscie
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Niech parametr h okresla wzgledne zblizenie Srodkow kul w czasie zderzenia (patrz

Rys. 2). Zmienia si¢ on od warto$ci zero (poczatek zderzenia) do pewnej wartosci

maksymalnej h, i z powrotem do zera (koniec zderzenia). Energia catkowita ukfadu kul

sktada si¢ teraz z dwoch czgsci: energii kinetycznej 1 energii potencjalnej. Mozna pokazaé
(patrz pozycja literaturowa [1]), ze energia kinetyczna jest proporcjonalna do kwadratu

szybkosci zmian parametru h:

E, =~ -Hansan?, 0
2
za$ energia potencjalna jest proporcjonalna do parametru h w potedze 5/2:
B
E =k[h?> 2)

P
gdzie k jest pewna stala, zalezna od R, E i 0.
Stosujac zasade zachowania energii, otrzymujemy roéwnanie:
W O(dh/dt)*+ 20k Th™? = p Ov*. 3)
Maksymalne zblizenie srodkow kul jest wtedy, gdy (dt/dt) = 0.

Podstawiajac ten warunek do (3), otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie dla h,:
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Roéwnanie (3) mozna tatwo przeksztalci¢ do nastepujacej postaci:




dh

dt=
V2 _ % DhS/Z . (5)
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Dysponujac tym réwnanie nietrudno napisa¢ rownanie na czas zderzenia kul r:
h
. dh
T =20 I =
0 \/VZ _ Wl 5/2 -
U
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Obliczenie tej calki nie jest proste. Napiszmy zatem jedynie koncowy rezultat:

21 - 223 (7)
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Powyzsze rownanie nosi nazw¢ wzoru Hertza.

II. Znajdowanie zaleznoSci na czas zderzenia kul za pomocq analizy

wymiarowe

Sprobujmy znalez¢ funkcyjna zalezno$¢ czasu zderzenia kul od istotnych parametrow
fizycznych determinujacych ten proces, postugujac si¢ metoda analizy wymiarowe;.
Jak zwykle w tej metodzie, na poczatku powinnismy okresli¢ 1 wypisa¢ wszystkie
parametry, od ktorych — jak sadzimy — bedzie zalezat czas zderzenia kul. Proponujemy

nastgpujace wielkosci (1 w nawiasie ich jednostki miar):

masa kuli M [kg],

promien kuli R [m],
predko$¢ kuli przed zderzeniem v Im Os” 1‘ )
modut Younga E Ikg Om™' Ds'zl .

Zgodnie z podstawowa idea analizy wymiarowej, przedstawiamy zalezno$¢ czasu
zderzenia T w postaci iloczynu wypisanych powyzej czterech parametréw, kazdy w nie-

znanej na razie potedze:
- d
= constDE" IM" TIR' V'
(8)

gdzie const jest liczba rzedu jednosci.

Powyzsze rownanie zapisane dla jednostek miar tych wielko$ci ma postaé:
[s] = ’kg Om™! DS‘ZIG D[kg]B D[m] yD[m Ds'll5 9)
Mozna je rozpisac na trzy nastgpujace rownania:

dla  [m] 0=-0a+y+9d,



dla  [s] 1=-20 -39, (10)

dla  [kg] 0=0a+p.
Jak tatwo zauwazy¢é, mamy cztery niewiadome (a,[B3,y,0) i tylko trzy réwnania.
Jedyne co mozemy zrobi¢, to zmniejszy¢ do jednej ilo$¢ niewidomych. Niech ta jedna

niewiadoma pozostanie 6 . Z uktadu rownan (10) otrzymujemy:
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Nieznany parametr & wyznaczymy stosujac nastgpujacy sposob: rozwazymy z punktu
widzenia fizyki jaki$ aspekt procesu zderzenia, napiszemy stosowne roOwnanie zawierajace
niektore z interesujacych nas parametréw i porownamy potegi, w jakich te parametry
wystepuja. Najprosciej rozpatrzy¢ aspekt energetyczny zderzenia kul. W tym momencie
zderzenia, gdy $rodki kul znajduja si¢ najblizej, energia kinetyczna kul jest zamieniona na
energi¢ sprezystego ich odksztalcenia. Mozemy zatem napisac, ze
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AR
gdzie ¢ = Y jest wzgledna zmiana wymiaru deformowanej kuli, a AV jest objgtoscia

obszaru zdeformowanego. W powyzszym rownaniu predkos¢ wystgpuje w potedze
drugiej, za§ modul Younga w potedze pierwszej. Poniewaz w rownaniu (8) predkos¢
wystepuje w potedze &, a modut Younga w potedze 0, mamy prawo napisa¢ nastgpujace
robwnanie:
a0 =20, (13)
poniewaz potega przy predkosci jest dwa razy wigksza niz potgga przy module Younga.
Z uktadu rownan (11) i (13) otrzymujemy ostatecznie nastepujace wartosci wyktadnikow
potegowych:
2
a:-g, BZE’ y:-g, 5=-§. (14)

Czas zderzenia kul bedzie zatem wyrazony nastgpujacym roOwnaniem:

2 (15)
I = const B M—
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Roéwnanie (15) jest zgodne z rownaniem (7), gdyz istotne parametry wystgpuja w nim
w prawidlowych potggach. Nalezy zwroci¢ szczegdlng uwage na wyktadnik potegowy
przy predkosci (rowny —1/5), poniewaz wilasnie on begdzie wyznaczany w ¢wiczeniu

laboratoryjnym.
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Oznaczajac: const Dﬂ ]\2/1 = C otrzymamy ten wzdr w postaci;
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Jak obliczy¢ predkos¢ kuli przed zderzeniem, wiedzac jaki byl poczatkowy kat

wychylenia tej kuli? Niech kula zawieszona na nici o dlugos$ci 1 wychylona bedzie o kat @

(patrz Rys. 3)

Rys. 3. Kula zawieszona na nici | wychylona o kat ¢
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Jej $rodek znajduje sig¢ wigc o x wyzej, niz w chwili

zderzenia. Stosujac zasadg zachowania energii do tej sytuacji dostajemy:

2
migly= T2 (16)
Jak tatwo zauwazy¢ na Rys. 3,
x=1,-1=101-cos9). (17)
Podstawiajac réwnanie (17) do rownania (16) otrzymujemy ostateczny rezultat:
v= 20g0l, 0(1- cosg) . (18)
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